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PROGRAMACION LINEAL

El siguiente es material de apoyo a la ultima parte de la unidad V. Los contenidos correspondientes

a la misma son:
Inecuaciones con una o0 mas variables.
- Sistemas de inecuaciones.

- Aplicaciones de la programacién lineal.

Introduccién

La Programacion Lineal es una técnica matematica muy utilizada en estudios de
planificacién, que trata de maximizar o minimizar un objetivo primario, sujeto a una serie de

restricciones.

Los objetivos mas comunes pueden concretarse en dos: maximizar beneficios o
rendimientos o bien, minimizar los costos, ya sea monetarios o de medios.

Las restricciones mas usuales son de caracter presupuestario, humanos, de tiempo, de

energia, etc.

Ejemplos:
1) Maximizar el rendimiento de los quir6éfanos de un hospital, sin disminuir la calidad del

servicio o el tiempo necesario para cada operacion y sin incrementar el personal médico.
2) Planificar un territorio, de modo que se minimice el costo de la obra, sujeto a restricciones
como un numero minimo de viviendas, un maximo numero de hectareas dedicadas a

espacios verdes, un minimo de escuelas, etc.

Concretemos un ejemplo:
Supongamos que se tienen dos alimentos, A y B, cuyos costos respectivos son $200 y
$100 por paquete. Dichos alimentos proporcionan dos nutrientes, My N.
Un paquete de alimento A proporciona 300 unidades del nutriente M y 4 del nutriente N.
El alimento B proporciona 100 unidades del nutriente M y 8 del nutriente N por paquete.
Si las necesidades nutritivas son de 30 000 unidades como minimo del nutriente M y 800 del

nutriente N, ¢qué cantidad hay que comprar de cada alimento, para que la inversién sea minima?

Podemos organizar los datos en una tabla:

Alimento A (x)

Alimento B (y)

Nutriente M 300 100 30 000
Nutriente N 4 8 800
Costo $200 $100
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Si X representa la cantidad de paquetes del alimento A e y la cantidad de paquetes del

alimento B, podemos decir que el costo total estar4d representado por la expresion

200 xx +100 xy|. Dicho costo debera minimizarse de acuerdo con las siguientes condiciones:

Nutriente M: 300 xx + 100 xy 3 30000
Nutriente N: 4 xx + 8 xy 3 800

Ademas, las variables X e y no pueden ser negativas, ya que se trata de cantidades de paquetes.

Esto podemos expresarlo asi: X3 0 e y3 0

Podemos “re sumir” la situaciéon matematicamente asi:

Minimizar z = 200 xx + 100 xy }funcic')n objetivo

1300 xx +100 xy 3 30000

) -}4xx+8><y3800

sujeto a |
X 30
fyso

U L .
gestrlccm nesocondicionesestructurales

grestrlcuonesocondmones de no negatividad

En general, podemos esquematizar de este modo cualquier problema de Programacion Lineal:

Optimizar (Maximizar o Minimizar) z = f(xl; Xo3Xgieenenns xn) }funcién objetivo
|gl(X1,X2;X3; ............. ,xn)£0u
i :
:,:gz(xl;xz;xs; ............. ;xn)EOI
. oo i’/restriccionesocondic. estructurales

sujeto a | i
:I: ........... I
_:_gm(xl;xz;x3; ............. ;Xn)EOI)
X1 Xo X5 e X, 20 }restriccionesocondiciones de no negatividad

La solucion del problema consiste en encontrar los valores Xq3 Xo; Xg5euunnnn X. que

optimicen la funcidn objetivo, al tiempo que verifiquen todas las restricciones, tanto las

estructurales como las de no negatividad. Dicha solucion se llama SOLUCION OPTIMA. Las

variables X;; X3 X33 eeeee- X,, se llaman VARIABLES ESTRUCTURALES O DE DECISION.

El conjunto de todas las soluciones posibles se llama CONJUNTO DE SOLUCIONES

FACTIBLES o REGION FACTIBLE. Dicho conjunto puede o no estar acotado.

SOLUCION GRAFICA

Si el problema de programacion lineal es en dos variables, como en el ejemplo anterior,
admite de manera sencilla una solucién grafica, ya que cada una de las restricciones representa un

semiplano.

Profesora Estela Simonovich




MATEMATICA |

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CUYO

MATERIAL DE APOYO FACULTAD DE CIENCIAS APLICADAS A LA INDUSTRIA

Ingenierias y Profesorado

PROGRAMACION LINEAL

Ejemplos:

1) Representa graficamente la inecuacion 2x - 3y 2 6

Transformamos la desigualdad en una igualdad, la cual representa la recta borde o frontera

del semiplano a representar: 2X - 3y = 6. Es comodo, si la recta no contiene al origen de

coordenadas, expresar dicha ecuacion en forma segmentaria para su representacion:

X, Y _q.
3 -2

2) Representa graficamente la inecuacién - X +2y 3 4

Para decidir cual es el semiplano
deseado se reemplaza cualquier punto

de coordenadas (X; y) en la inecuacion,

observando si dicho punto la satisface o

no. Si es posible, se utiliza, por

comodidad, el punto (O;O). En efecto,
(O;O) no satisface la inecuacioén, ya que
O £ 6, por lo tanto, se toma al

semiplano que no contiene al (O;O).

3) Representa graficamente la inecuacion x + 3y £0

R Como la recta X + 3y =0 contiene al
) punto (O;O),reemplazamos por las

coordenadas de cualquier otro punto,

/ / para saber si satisface o no la inecuacion.
/ Por ejemplo, reemplazando por las
- 2 coordenadas del punto (2;2), nos queda

2+ 3 x23 0. Por lo tanto, se toma el semiplano que no contiene al punto (2;2).

Cuando las restricciones son varias, el conjunto de soluciones es una porciéon del plano, que puede

estar acotada o no. Dicha porcion del plano se llama zona factible o reqién factible.
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0 \ \7\3 4

Acotado No Acotado

Punto Extremo o Vértice:

Es cada una de las soluciones que son interseccion de las rectas que definen las restricciones
que determinan la zona o region factible. Si la misma esta acotada, los puntos extremos son

los vértices de un poligono.

Propiedad: La solucién 6ptima de un problema de Programacién Lineal se encuentra siempre

en un punto extremo de la region factible.

Observacion: No todas las intersecciones de las rectas son puntos extremos o vértices. Por
ejemplo, en el grafico de la izquierda, el punto (- 1;5) es interseccidon de dos rectas pero no es un

vértice de la zona factible.

Ejemplo: Maximizar z= 2x + 3y

iIxX+2y=8

Vii b Vv, = (04
1}X:O . ( )
12x +y £10 VI EB Ly (a2)
+ i = \4,;
; Ty 2%2x+y=10 2
sujeto a {X +2y £8 los vértices son . 10
o tv=
Ix,ys0 Vai YT b v, = (60)
iy =0
vl *7% v, = 00)
“ty=o 4T
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Rectas de Nivel:

Llamamos rectas de nivel asociadas a la funcién objetivo z a las rectas de ecuaciobn z =Kk, es
decir de la forma ax + by = k. En el ejemplo, éstas seran rectas de la forma 2x + 3y = k.
Las rectas de nivel que nos interesan son las que atraviesan la region factible. Vemos que,
graficamente, el maximo valor de z se obtiene a medida que las rectas de nivel se desplazan
hacia arriba.
Podemos buscar algebraicamente el z,,sx, reemplazando las coordenadas de los vértices en la
funcién objetivo z = 2x + 3y:

V, =(04)p z, =2x0 +3x4=12

IV, =(42)p z,=2x4+3x2=14=7

max

V, = (5:0)p 2, =25 +3x0=10
vV, =(00)p z, =2x0+3x0=0

Diremos que la solucion 6ptima es S = (4;2), pues para ese vertice, z es maximo.

Soluciones Optimas Alternativas

Hemos dicho que la solucion 6ptima de un problema de PL se encuentra siempre en un punto

extremo o vértice de la regién factible. Existe la posibilidad de mas de una solucién 6ptima. En ese

caso diremos que el problema tiene soluciones 6ptimas alternativas.

WResuelve el siguiente problema de PL para comprobar lo dicho:

13x; +4x, £60
o _ { 4x, + 3x, £ 60 _
Maximizar z = 20x; + 15X, sujeto a | con X; Y X, N0 negativas.
iX1 £10
fx, £12

Ausencia de Solucién Factible

A veces sucede que no existen puntos que cumplan simultaneamente todas las restricciones. Esto
significa que no hay region factible, o mejor dicho, el conjunto de soluciones o zona factible es

vacio.
f_"% Puedes verificarlo en el siguiente ejemplo.
Maximizar z = 2X; + 3X,

. IX, +2x, £2 . .
sujeto a | con todas las variables no negativas.
716Xy +4x, 3 24

Soluciones No acotadas

W Supongamos que se desea resolver el siguiente problema:

. . 13X, +2%, 3 6 ) )
Maximizar z = 5X; + 6X, sujeto a con todas las variables no negativas.
T2X1 + 5X2 3 10

En este caso, la funcién objetivo z puede ser llevada hacia fuera tanto como se desee. Se dice que

el problema tiene “solucién no acotada”.
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Solucidn del problema inicial: (alimentos Ay B y nutrientes M y N)

Minimizar z = 200 xx + 100 xy }funcic')n objetivo

1300 xx +100 xy 3 30000

) {4xx+8><y3800

sujeto a |
X 30
tyso

a .
gestrlcmo nes

gcondluones de no negatividad

Los vértices del la region factible son:

V, =(0;300) b z, =200 x0 + 100 x300 = 30000

|V, = (80:60) P z, =200 x80 + 100 x60 = 22000 = 7,

V, = (200;0) b z, =200 x200 +100 X0 = 40000

La solucion 6ptima para que la inversion

sea minima y se cumplan con los

30

= requerimientos de los nutrientes M y N,

R es comprar 80 paquetes del alimento A 'y
z=40}UDD‘ 60 del alimento B. Dicha inversion sera
de $22000.

200

tow

7
] m‘\\fzznnn V3ND
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