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Introduccién

Consideremos un cono circular recto de )
1= [=]
vértice V tal como el de la figura:

generatriz

De la interseccion de tal superficie y un plano que no pase por el vértice V, resultan diferentes
curvas llamadas secciones cénicas o simplemente coénicas. Ellas son: la PARABOLA, la ELIPSE y la

HIPERBOLA.

!

Parabola Elipse Hipérbola

LA PARABOLA

Es la cénica que se obtiene cortando una
superficie coénica circular con un plano
paralelo a una generatriz que no pasa por el
vértice.

Si el plano considerado es el plano afiny

métrico IR?, dotado de una referencia
R = (o ;i ; ]) podemos definir la pardbola de

la siguiente manera:

Parabola es el conjunto de los puntos del
plano que equidistan de un punto fijo F
llamado foco y una recta fija d, llamada

directriz.
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Definimos en primer lugar los elementos de una parabola, para hallar luego su ecuacion.

F : foco
d : directriz
V : vértice

VF : eje de la paréabola o eje focal

p(parametro): distancia del foco a la directriz

Ecuacioén de la Parabola

Consideremos el caso de una parébola cuyo
vértice V coincide con el origen o = (0;0) de

la referencia y cuyo eje focal coincide con el

eje de abscisas.

V =(0;0)
P=(X:Vy)
® p.
Q= g 5
= & 0
EZ @
Ecuacion de la directriz: x = - %

De acuerdo con la definicidon, cualquier punto P que pertenezca a la parabola cumplira la condiciéon:

dP; F) = d(p; d)

p :X+B
2
.2 .2
b &-P2 +y2:a§<+Eg
2g 2g
.2
p X2-2><X><E+a—)g +y2:X2+2x)(xE+wig
2 2ﬂ 2 2@
b -pxx+y2=p><x

b Ecuacién de la parabola
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con vértice en o = (0 ; 0) y eje focal coincidente con ele

eje de abscisas.
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Observacién:

Esta parabola tiene sus ramas dirigidas hacia el semieje positivo de las “x”. Si sus ramas estan

dirigidas hacia el semieje negativo de las “x”, entonces su ecuacion sera y2 = -2 xx, siendo:

o
T
Il
N |oT
(@)
Q-H-O:

d: x = la ecuacion de la directriz.

NYRe]

T4

Si la parabola tiene su vértice desplazado respecto del origen, y su eje es paralelo al eje de

abscisas, su ecuacion es (y- y0)2 =2 X(x - xo). En efecto, si:

V= (%5Ys) :
P=(X:Vy)

& 0
F= + i

gxo yoz .

.

d:x= xo-%
Q: §(o 'g;y:

dP; F) = d(P; d) = d(P; Q)

. (2 , 2

e o2 ol e P> 2} o

Jex- o + 255 +(y- Vo) =\/e<- gxo-Bm
2 é 2g

- .. .2
Xz'zxxaexo +Eg+a§(o+gf +(y'yo)2:X2'2X eexo' p9+39 Bg
g 2g 2g

25 &0
P

2y

2
x2 - 2xx, - 2x 242 +ox BB L (. =x2 - 2xx, +2x 2 +x2 . ox B2
0T X PN X S HES V- vof 0 +2XZHXg B

2

°2

QMO

- pX+pX, + (Y - Yo = Px- px,
(y- yof =2px- 2px,

(V- vo? =20xx - x,)

Analogamente, se puede deducir la ecuacién de una parabola de vértice V = (xo;yo) , desplazado

respecto del origen de la referencia, con eje focal paralelo al eje de ordenadas.

3
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V= (x:Y,)
F= fova r52
P=(x;y)
e eanavass Q= ?(;yo- —=
i d y = yo'%

(x- xo)* =2pxly - y,)

, obtenemos la forma candnica de la funcién cuadratica :

o

Nota: Nétese que haciendo 2p =

(X' Xo)z (Y' yo) P aX(X- Xo)2 =Y-Yo P y = a><(x— X0)2 *Yo

= —X
a

Ejemplo:
Encuentra los elementos (foco, vértice, directriz, parametro p y eje focal) de la pardbola de

ecuacion y2 -4y - 6x +10 =0 y represéntala graficamente.
Completando cuadrados, tendremos que:
y?-4y+4-4=6x-10

(y- 2P =6x-6

lly- 2 = 6xx - 1)

V=(1;2)

p X
2p=6b p=3b 5:1,5 05 =*
F=(2,5;2)

Eje focal: y = 2

Directriz: x = -0,5

Una observacién importante:

Si tomamos como parametro p a ladistancia entre el foco y el vértice o, lo que es lo mismo, a la

distancia entre el vértice y la directriz, tendremos que considerar a la distancia entre el foco y la

directriz como 2p. Esto es una convencién, que hara que la ecuacién|y® =2 xp x |de una parabola

con veértice en el origen de coordenadas y eje focal coincidente con el eje de abscisas se transforme

En efecto, debemos considerar ahora las siguientes coordenadas para su demostracion:

P(x;y); F=(p;0)y laecuacion de la directriz serad : x = —p.
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Aplicando la definicion:
d(P; F) = d(p; d)

1’(x- p)2 +y?2 =x+p

(x- pP +y* = (x +pf

NC 2px+p2+y2 =2 +2pX+p2

De modo que las demas ecuaciones, se transformaran en:

(V- yo)? = 4po{x- x,)

(x- xo)? =4pHy- vo)

En el ejemplo dado, sera entonces6 = 4p b p = 1,5, con lo cual obtendremos las mismas

coordenadas para el foco F = (2,5 ; 2) y la misma ecuacioén para la directrizd : x =—-0,5
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LA ELIPSE

Es la conica que se obtiene cortando una
superficie cénica circular con un plano que no
pasa por su vértice y que corta a todas las
generatrices. (Si el plano es perpendicular al
eje de la superficie conica, resulta la
circunferencia como un caso particular de la
elipse)

Podemos definir también a la elipse de la

siguiente manera:

Elipse es el conjunto de los puntos del plano

tales que la suma de sus distancias a dos

puntos fijos llamados focos es constante.

Elementos de la Elipse

y &
Focos: F; y F, ; distancia focal: 2c

Centro: O, punto medio de F;F»
Vértices: A;; As; By; By
Eje Mayor: 2a = d(Al; A2)

Eje Menor: 2b = d(Bl; Bz)

Como para cualquier punto P de la elipse se verifica que la suma de sus distancias a los focos es
constante, entonces por pertenecer A; a la elipse, se tiene que:
dP; F,)+dP; F,) = d(A; Fy) + d(As; Fy)
pero d(Al; Fl) = d(Az; F2)
entonces d(P; Fl) + d(P; Fz) = d(Al; Fz) + d(Az; FZ)
es decir que d(P; F1)+ d(P; F2) = d(Al;Az) =2a

Esto significa que el valor de dicha constante es 2a. Podemos decir entonces que un punto

cualquiera P pertenece a la elipse si y so6lo si |d(P; Fl) + d(P; Fz) = 2a|

Por otra parte, como B; pertenece a la elipse, se verifica que

d(51; Fl)+ d(Bl; Fz) =2a

pero d(Bl;Fl) = d(Bl; Fz)
entonces 2 ><d(Bl; Fl) = 2a
0 sea d(Bl; Fl) =a

y como B;OF; es un triangulo rectangulo en O
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entonces a’ =b? +¢?
Es decir que a es la hipotenusa y b y c son los catetos,

por lo tanto a=>c

. c
es decir que —-<1
a

. c _ . . c
El cociente — se llama excentricidad de la elipse y se denota con e. En simbolos e = —
a a

Ecuacién de la Elipse

Consideremos la referencia R = (o ;i ; j) en el plano afin y métrico IR? y en ella, una elipse de

semiejes a y b, con centro en el origen o0 = (0 ; 0) de la referencia y focos sobre el eje de abscisas.

y r'y
Se tienen las coordenadas:
P=(;Vy)
Ag\ Fp ¢ R = (c:0)
F = ( c;O)
Aplicando la definicion: d(P; Fl) + d(P; Fz) =2a

Jlx- e +y2 + J(x+cP +y? =2a

Elevando ambos miembros al cuadrado y operando,
(x+cP +y? =422 - 4a/(x - cff +y? +(x - cf +y?

X2 +2xc+c? = 4a - dayf(x- cff +y? +x%- 2xc +c?
4a(x- cf +y? = 4a? - 4xc = 4><(a2 - cx)

Elevando nuevamente ambos miembros al cuadrado y operando,
a’ Xl(x - cP + y2J = a* - 2a%cx + ¢x?
a’ ><@<2 - 2xc +¢? +y2) = a*- 2a%cx + X
(azx2 - 2a’xc +a’c? + a2y2) = a* - 2a%cx +c*x?
2

2.2 4 2

a’x? +a’y? - *x? =a* - a’c

a?y? +x2 x(a2 ) c2) - g2 x(az ) 02)

pero como a’ - c? =p?
se tiene que a’y? +x%b? = a’p?
y dividiendo ambos miembros por a%?
2 2
X
resulta — +§ =1
a
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Si el centro de la elipse es un punto cualquiera C = (xo;yo) y el eje mayor es paralelo al eje “x”,

entonces su ecuacion es:

(X - )2(0)2 + (y' y0)2 -1 Yo _‘.’*1/__

a b?

Si el centro de la elipse es C = (xo;yo) y el eje mayor es paralelo al eje “y”, entonces su ecuacion

es:
& _.-:l-.
(v - zo)z Xl o Bl
a b? I iz
I."'I:_.
X X
Ejemplos:

1) La ecuacion de la elipse con centroen C = (1 ; 3) y semiejesa =5y b = 2, con eje mayor

paralelo al eje “Xx” es:

be-2F b-3F 3
25 4

2) La ecuacion de la elipse con centro en C = (2 ;—1) y semiejes a =3y b = 2, con eje mayor

paralelo al eje “y” es:

- 2F fyeaf .
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LA HIPERBOLA

Es la conica que se obtiene cortando una
superficie conica circular con un plano que no
pasa por su vértice y es paralelo al plano

determinado por dos generatrices.

Podemos definir también a la hipérbola de la
siguiente manera:

Hipérbola es el conjunto de los puntos del
plano tales que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos

F, y F> llamados focos es un valor constante.

Elementos de Hipérbola — Ecuacién

Focos: F, y F, ; distancia focal: 2c
Centro: O, punto medio de F;F,
Vértices: A1y A,

Eje Real: 2a = d(Al; Az)

Eje Imaginario: 2b = d(Bl;BZ)
Puede verificarse la siguiente relacion:

c® =a” +b?

yll
Bt
i P
| el
BN eTC :
o2 —yAi X,
4 >
F2 —— 11
C

Como ahora a < c, resulta entonces que la excentricidad e de la hipérbola es mayor que 1.

c
e=—>1

a

De manera analoga al procedimiento hecho para la elipse y teniendo en cuenta la definicion:

ldP:Fy)- dP;F,) = 2a

se puede verificar, procediendo algebraicamente, que la ecuacion de una hipérbola con centro en

X2

0 =(0; 0) y eje real sobre el eje “x” es|— - ra =
a

2
Y =1
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Las ramas de dicha hipérbola se acercan
indefinidamente a las rectas de ecuaciones *\
b b X /
y=ZXlely=-3% llamadas asintotas de h¥ |
! . { .
la hipérbola. § 1-._
/ N
// hY

(X- XQ)2 _ (y_ yo)2 =1 ™ '-"f ."-._
a? b2 Fz O Fy

Si el centro de la hipérbola es un punto C = (xo;yo) y su eje real paralelo al eje “y”, su ecuacion es

(y'yo)2 (X'Xo)2 =1 ’
a2 ° b2 - x1 O

Ejemplos:

1) La ecuacion de la hipérbola con centroen C = (2 ; 1), semiejes a = 6, b = 3 y eje real paralelo

al eje “x” es
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2) La ecuacion de la hipérbola con centro en
C=(-3; 2),semiejesa=5,b=1yeje

real paralelo al eje “y” es
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